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梁板结构力学行为分析的等几何方法探究
杨莘浩

（北京林业大学，北京 100083）

摘　要　等几何方法是基于传统有限元分析法、计算机辅助设计法等结合应用下形成的一种新结构分析方法。该

方法以 B样条函数、非均匀有理 B样条函数等作为形函数，能够实现对几何体的精准描述，计算机辅助工程技术

与计算机辅助设计技术集成应用，可在不损失计算精度情况下，简化分析过程，提高分析鲁棒性、高阶连续性。

现从等几何概述出发，联系梁板结构力学行为分析实例，就等几何方法在梁板结构力学行为分析中的应用进行了

简要分析。分析结果显示：梁板结构力学行为分析中等几何方法应用在计算精度与效率方面存在优势。
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梁板结构是较为常见的建筑结构，主要由梁、板

等构成，具备较强的抗弯矩、抗剪力能力。随着近些

年建筑事业高速发展，梁板结构应用规模不断扩大，

其相关问题得到越来越多人关注。梁板结构力学行为

复杂，如分析不当易产生质量问题，影响梁板结构作

用发挥。以往梁板结构力学行为主要采用有限元法分

析，虽然能够满足基本需求，但过程繁琐，精度有限。

等几何方法的提出与应用，克服了传统有限元法的不

足，其在梁板结构力学行为分析的应用更具优越性。

以下是笔者对等几何方法及其在梁板结构力学行为分

析中应用的几点体会，意在抛砖引玉。

1 等几何概述

等几何分析方法是一种新型分析方法，在高精度

结构分析中具有较强优势。该方法将传统有限元分析

方法和计算机辅助方法相结合，以非均匀有理 B样条

曲线（Non-Uniform Rational B-Splines，NURBS）的基

函数、B样条函数、薄板 B样条函数等作为形函数进

行结构优化构造与仿真分析 [1]。相对于传统有限元分析

方法而言，等几何分析方法不用进行网格划分，可从

设计模型中直接读取几何数据，利于结构分析效率提

升。同时，等几何分析方法在 NURBS基函数等支持下，

鲁棒性、高阶连续性增强，可在不影响几何精度的前

提下实现高阶连续性问题的有效解决 [2]。

要想深入了解等几何分析方法，需要对 B样条基

函数、非均匀有理 B样条基函数等基本理论具有准确

认知。B样条基函数是矢量图形系统中是非重要的曲线

类型，属于分段多项式函数，一般采用 Cox-de Boor递

归公式进行定义 [3]。非均匀有理 B样条基函数的根本

在于 B样条基函数。我们可通过 B样条曲线变化得到

非均匀 B样条曲线 [4]。相对于 B样条基函数，非均匀

有理 B样条基函数仿真结果准确性更高，能够对结构

复杂、光滑度高的几何模型进行详细、准确描述。

2 梁板结构力学行为分析的等几何方法

梁板结构为建筑工程中应用较为广泛的结构，其

质量高低对建筑物应用质量与安全存在直接影响。因

此，做好梁板结构设计与施工工作至关重要。随着近

些年建筑对个性化重视程度的不断提高，梁板类型增

多，结构复杂程度提高，对力学分析提出了更高要求。

将等几何分析方法应用到梁板结构力学行为分析中可

取得较好效果。以下是对曲梁结构与薄板力学行为分

析中等几何方法的分析。

2.1 曲梁结构动静力学分析

曲梁结构是梁板工程中较为常见的结构，探究其

力学行为分析中等几何方法的应用情况具有非常重要

的现实意义。曲梁结构静力弯曲分析时，某半圆弧曲梁

结构弹性模量 E为 79100MPa，弯曲半径 R为 100mm，

受平面集中载荷。在有限元软件分析中，划分的网格单

元超过 1000个。在等几何分析中，经节点向量细化处

理后，可利用二阶或三阶非均匀有理 B样条基函数进

行离散计算 [5]。本次研究半圆弧曲梁结构中，节点向量

细化产生控制点 98个，利用三阶均匀有理 B样条基函

数离散计算，得到控制点 102个，抽取 50个点进行对比，

发现等几何分析数值精准度更高，等几何分析能够在

一定程度上获取精准度较高的曲梁模型。
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2.2 薄板力学行为分析

薄板力学行为分析中应用等几何分析方法存在一

定优势。实践操作中，在确定薄板广义应变与应力关系，

确定薄板弹性矩形后，可得到薄板弯曲分析与自由振动

分析的弱形式，并获得基于 NURBS基函数下的似位移场

函数，最终得到薄板自由振动离散方程。在此基础上

进行算例分析，已知 E=200×109N/m2，v=0.3，h=5cm，板

密度 =7999kg/m³，受均匀荷载，对比不同节点 /控制

点有限元分析结果与等几何分析结果，发现两者差异

较小，如 6×6的节点 /控制点下，有限元结果为 0.00452，

等几何结果为 0.00456。

3 等几何在梁板结构力学中的应用

梁板结构力学行为分析中等几何分析方法应用较

为广泛，除上述提到的曲梁结构、薄板结构外，大变

形梁结构中也具有较好的应用效果，现基于几个算例

就等几何在大变形梁结构力学中的应用效果进行验证。

3.1 平面悬臂梁算例

悬臂梁是梁板结构力学分析中较为简单的一种梁

结构。悬臂梁一端为固定端，一端为自由端，在力的

作用下，能够根据平衡情况绘制受力图，进行结构力

学分析。

本次研究中已知悬臂梁弹性模量、泊松比、梁

长、端部受力等参数分别为 79000MPa、0、1000mm、

70N。在有限元软件分析中，平面悬臂梁划分网格 1000

个；在等几何分析中，二阶样条基函数下得到 17个单

元，在三阶样条基函数下得到 18个单元，统计不同阶

次、不同细化次数下等几何分析与有限元分析结果（表

1）可知，等几何分析结果与有限元分析结果十分接近，

且等几何分析中，节点向量细化能够进一步提高计算

精确度。加之力学分析中等几何计算量较少，说明平

面悬臂梁结构力学行为分析中等几何分析方法的应用

可在保证计算精准度基础上，提高计算速度。

3.2 空间悬臂梁算例

采用等几何非线性三维梁分析方法探究空间悬臂

梁结构力学行为，已知悬臂梁左端为固定端，右端为

自由端，端部受空间荷载，弹性模量、泊松比、梁长、

端部受力等参数同上文中的平面悬臂梁。受理分解可

知 Y方向荷载约为 50N，Z方向荷载约为 50N，因另一

个方向荷载相同，所以位移量相同。在有限元软件分

析中，空间悬臂梁划分网格 1000个；在等几何分析中，

二阶 NURBS基函数与三阶 NURBS基函数下，分别得

到 17个单元与 18个单元，对比有限元分析与等几何分

析结果，发现 P=2时，截面半径分别为 5mm、6mm、

7mm、8mm、9mm、10mm的等几何分析下空间悬臂梁

最大挠度解为 325.8、189.4、108.0、64.3、40.4、26.5，

P=3时等几何分析下空间悬臂梁最大挠度解为 328.8、

190.0、108.1、64.4、40.4、26.6，近似于有限元分析结

果（328.2、189.8、108.1、64.4、40.4、26.6），说明在

空间悬臂梁结构力学分析中，等几何分析方法具有适

用性。

3.3 两端固支直梁算例

两端固支直梁是较为常见的一种梁结构，梁结构

的两端搭在两个支撑物上，以铰接形式连接，荷载通

常垂直于梁轴线。假设两端固支直梁荷载均匀分布，

弹性模量在 20.69万 MPa左右，梁长为 2.54m，泊松比

为 0.25，均布荷载为每毫米 3N。当荷载相同长细比不

同时，有限元分析结果与二阶、三阶等几何分析结果

见图 1。由图 3可知，两种分析方法计算结果相当，说

明等几何分析方法在两端固支直梁结构力学分析中可

获得较好应用效果。与此同时，等几何分析结果受长

细比变化影响较大，且随着控制点增加，计算精度不

断提高。

3.4 浅拱梁算例

已知某浅拱梁圆弧长度为 1.27m，曲率半径约为

表 1 等几何分析下平面悬臂梁最大挠度解与有限元参考解的对比

截面半径 5mm 6mm 7mm 8mm 9mm 10mm 单元数目

有限元 464.1 268.5 152.8 91.0 57.1 37.6 1000

等几何（P=2） 460.7 267.8 152.7 90.9 55.1 37.5 17

等几何（P=3） 465.0 268.7 152.9 91.0 57.1 37.6 18

等几何（r=4） 460.7 267.8 152.7 90.9 57.1 37.5 17

等几何（r=5） 464.7 268.6 152.9 91.2 57.1 37.5 18
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2.4m，弹性模型与泊松比分别为 20.68万 MPa、0.25。

浅拱梁两端均为固定端，受 30N/mm均匀垂直荷载。

在有限元软件分析中，浅拱梁划分网格单元 1200

个以上，在等几何分析中，二阶样条基函数与三阶样

条基函数下分别划分单元 97个与 100个，选取部分计

算结果进行对比分析。

结果显示：截面半径为 15mm、16mm、17mm、18mm、

19mm、20mm时，有限元参考解分别为 2.16、1.86、1.62、

1.41、1.25、1.10，P=2的等几何最大挠度解分别为 2.15、

1.85、1.61、1.40、1.24、1.10，P=3的等几何最大挠度

解分别为 2.16、1.86、1.61、1.41、1.24、1.10。

可见等几何分析结果近似于有限元分析结果，证

明等几何分析方法适用于浅拱梁结构力学分析中，且

能够在保证计算结果准确的情况下，提高计算速度，

综合应用价值较高。

4 结论

在传统有限元分析法与计算机辅助仿真分析法有

机结合下，等几何在结构力学行为分析中表现出较强

优势。

本研究将等几何方法应用到曲梁结构、薄板结构、

大变形结构等梁板结构力学行为分析中，结果显示等

几何方法利于数值计算精度、分析效率等提升，说明

等几何方法适用于梁板结构力学行为分析中，可为梁

板结构设计与应用提供可靠分析依据。

对此，相关工作人员应加强对等几何方法的重视，

能够在研究中不断完善与优化等几何方法，并将其科

学、有效地运用到实践中，促进结构分析质量与效率

提升。
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图 1 有限元分析与不同阶次等几何分析结果对比图
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