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函数插值分析研究与应用
郭佳欣

（北京建筑大学，北京 102616）

摘　要　在研究 f(x)时，它的表达形式是多变的，由于问题的复杂性，直接研究函数 f(x)可能很困难，面对这种情况，

首先想到的是如何将表达式简单化，因此，构造某个简单函数 p(x)作为 f(x)的近似函数，然后通过处理 p(x)获得

关于 f(x)的结果，这样即可获得简单的表达式。若近似函数 p(x)取给定的离散数据，则 f(x)被称为插值函数。本

文对常见的几种插值方法——lagrange插值、newton插值、hermite插值方法的基本思想、插值函数的构造等进行

了详细的介绍，并通过实验案例学习用插值方法解决实际问题；掌握用 matlab计算拉格朗日、分段线性、保形、

三次样条插值的方法，改变节点的数目，对几种插值结果进行初步分析。 
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实际问题中经常有这样的函数 y=f (x)，其在某个区

间 [a，b]上有有限个离散点 x0,x1,…xn，且这些点对 应

函数值为 yi=f (xi)(i=0,1,2...)，若想得到其它点的值就必

须找一个满足上述条件的函数表达式。

1 Lagrange插值函数

1.求作 n次多项式 pn(x)，使满足条件：

pn(xi)=yi,i=0,1,...,n
这就是所谓的拉格朗日（Lagrange）插值。点 xi

（它们互不相同）称为插值节点。用几何语言来表达

这类差值，就是通过曲线 y=f (x)上给定的 n+1个点 (xi,yi)

(i=0,1,...,n)，求作一条 n次代数曲线 y=pn(x)作为 y=f (x)

的近似。

2.拉格朗日插值公式。

（1）首先考察线性插值的简单情形。若 y=f (x)表

示过两点 (x0,y0),(x1,y1)的直线，这个问题是我们所熟悉

的，它的解可表示为对称式：
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此类为一次插值，称为线性插值。若令：

由此可得：l0(x0)=1,l1=(x1)=1,l1(x0)=0，则有：p1(x)= 

l0(x)y0+l1(x)y1，这里的 l0(x),l1(x)可以看作是满足条件
l0(x0)=1,l0(x1)=0
l1(x1)=1,l1(x0)=0

的插值多项式，这两个特殊的插值多项

式称作上述问题的插值基函数 [1-2]。

（2）抛物插值。线性插值仅仅利用了两个节点的

信息，精度自然很低，为了提高精度，进一步考察二

次插值。若 y=f (x)表示过三点 (x0,y0),(x1,y1),(x2,y2)的曲

线，求它的解。二次插值的几何解释是，用通过三点

(x0,y0),(x1,y1),(x2,y2)的抛物线 y=p2(x)来近似所考察的曲线

y=f (x)，因此这类插值亦称为抛物插值。

根据上述解决方法，同理可以得出：

容易看出，这样构造的 p2(x)为问题的解。

（3）推广到一般：已知函数在 n+1个不同点 x0,x1,...

xn上的函数值分别为 y0,y1,...yn求一个次数不超过 n的

多项式 pn(x)，使其满足：pn(xi)=yi(i=0,1,...n)即 n+1个不

同的点可以决定的一个 n次多项式。过 n+1个不同的

点分别决定 n+1个 n次插值基函数。l0(x),l1(x),... ln(x)每

个插值基多项式满足：a.li(x)是 n次多项式；b.li(x)=1，

而在其它 n个点 li(xk)=0,(k≠i)。由于 li(xk)=0,(k≠i)，故有
因子 (x-x0)...(x-xi-1)(x-xi+1)...(x-xn)因其已经是 n次多项

式，故而仅相差一个常数因子。令 li(x)=a(x-x0)...(x-xi-1)

(x-xi+1)...(x-xn)由 li(xi)=1，可以定出 a,进而得到：

则 n次拉格朗日型插值多项式 pn(x)=y0l0(x)+y1l1(x)+... 

ynln(x)，从而 pn(x)是一个次数不超过 n的多项式，且满

足 pn(xi)=yi(i=0,1,...n)[3-5]。
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2 Newton插值函数

2.1 Newton法的简述

  设 (x-xk)是 f(x)的一个近似根，把 f(x)在 xk处泰
勒展开：

若取前两项来近似代替 f (x)，则 f (x)=0的近似方程
为 f (x)=f (xk)+f '(x)(x-xk)=0。设 f '(x)≠0，设其根为 xk+1，
则 xk+1的计算公式为：
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这即为牛顿法，其迭代函数为：

)(
)()( ' xf

xfxx 

牛顿法其实是一种逐步的线性化的方法，它的本
质是将 f (x)=0非线性方程的求根问题归结为类似的一
系列的线性方程 f (xk)+f '(x)(x-xk)=0的根。

2.2 具有承袭性的插值公式

先考察线性插值的插值公式：
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由于 p0(x)=f (x0)可看作是零次插值多项式，上式表
明 p1(x)=p0(x)+c1(x-x0)其中，修正项的系数：
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再修正 p1(x)以进一步得到抛物插值公式的解 p2(x),
为此，令：
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显然，不管系数 c2如何取值，p2(x)均能满足两个
条件：p2(x0)=f (x0),p2(x1)=f (x1)，再用剩下的一个条件 p2 

(x2)=f (x2)来确定 c2，结果有：

记 c0=f (x0)，从而有：p2(x)=c0+c1(x-x0)+c2(x-x0)(x-x1)
以上论述表明，为了建立具有承袭性的插值公式，

需要引进差商并研究其性质。

2.3 差商及其性质

对于给定的函数 f (x),记 f (x0,x1,..., xn)表示关于节点
x0,x1,..., xn的 n阶差商。一阶差商定义为：
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二阶差商定义为一阶差商的差商：
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一般地，n阶差商递推定义为：
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为统一起见，补充定义函数 f (x1)为零阶差商。

一般地，用数学归纳法易证：
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2.4 差商形式的插值形式

pn(x)=+f (x0)+f (x0, x1)(x-x0)+...+f (x0 , x1,..., xn)(x-x0)

(x-x1)...(x-xn-1)

这种差商形式的插值公式称作牛顿插值公式，牛

顿公式其实只是拉格朗日公式的一种变形 [6-7]。

3 Hermite插值法

1.在某些问题中，为了保证插值函数能更好与原

来的函数重合，使插值函数更接近原来函数轨迹，不

但要求“过点”，即两者在节点上具有相同的函数值，

而且要求“相切”，即在节点上还具有相同的导数值，

这类插值称作切触插值，或称埃尔米特（Hermite）插值。

显然，埃尔米特插值是泰勒插值和拉格朗日插值的综

合和推广。

2.Hermite插值基本原理。通常如上条件的 Hermite

型插值是通过构造相应的插值基函数来完成的，为方

便起见，以 n=1为例，说明传统的求解方法，设给定

的 x0,x1和相应的函数值 f (x0), f (x1)及微商值 f '(x0), f '(x1)

构造插值函数 H3(x)。由构造函数的办法可知：对应于

x0和 x1点函数值的插值函数分别为：

而对应的 x0和 x1点导数值的插值基函数分别为：

因此所要求的插值函数 H3(x)=f (x0)h0(x)+f (x1)h1(x)+ 

f '(x0)H0(x)+f '(x1)H1(x)。
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4 插值法的应用

加工零件的轮廓曲线：该问题是有一个待加工零

件，它的外形根据工艺要求由一组数据（x,y）给出（在

平面情况下），要求要用数控机床加工时刀具必须沿

这些数据点前进，并且由于刀具每次只能沿 x方向或 y

方向走非常小的一步，所以需要将已知数据加密，得

到加工所要求的步长很小的（x,y）坐标。

表 1给出了轮廓线上 x每间隔 0.2（长度单位）的

加工坐标 x,y（顺时针方向为序，由轮廓线的左右对称

性，表中只给出右半部的数据），假设需要得到 x或 y

坐标每改变 0.05时的坐标，试完成加工所需的加密数

据，画出该零件的轮廓曲线。运用 matlab绘画出的加

工零件轮廓线，用不同的插值方法，画出最好的效果图。

最后得出运用三次样条插值，画出的轮廓图最好。

5 结语

我们通过对函数插值的分析及研究，用解决实际

问题的方法，对不同的插值方法都有了深刻的了解，

并掌握了运用 matlab解决插值问题，明白了各个插值

方法的含义。这让我们不仅仅局限于理论知识的理解，

更上升到了实际问题中，加深了我们对于插值函数的

认识。
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表 1 x间隔 0.2的加工坐标（x,y）（右半部的数据）

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

5 4.71 4.31 3.68 3.05 2.5 2.05

1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6

1.69 1.4 1.18 1 0.86 0.74 0.64

2.8 3 3.2 3.4 3.6 3.8 4

0.57 0.5 0.44 0.4 0.36 0.32 0.29

4.2 4.4 4.6 4.8 5 4.8 4.6

0.26 0.24 0.2 0.15 0 -1.4 -1.96

4.4 4.2 4 3.8 3.6 3.4 3.2

-2.37 -2.71 -3 -3.25 -3.47 -3.67 -3.84

3 2.8 2.6 2.4 2.2 2 1.8

-4 -4.14 -4.27 -4.39 -4.49 -4.58 -4.66

1.6 1.4 1.2 1 0.8 0.6 0.4

-4.74 -4.8 -4.85 -4.9 -4.94 -4.96 -4.98

0.2 0

-4.99 -5


