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畸形波在有限水深中的演化和时频能量研究
罗春莲

（厦门海洋职业技术学院航海学院，福建 厦门 361012）

摘　要　本文基于 NLS方程，研究呼吸子解畸形波在有限水深中的演化规律和时频能量特征。研究表明：在有限

水深下，畸形波生成时，波高瞬间增大；畸形波消失时，波高瞬间减小，生成和消失具有快速性；时频能量谱显

示畸形波生成时，能量集中程度随波高的增大而增大，畸形波消失时，能量集中程度随波高的减小而减小，但波

浪能量始终集中在固定频率处。
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畸形波是一种具有大波高、能量高度集中的波浪 [1]。

发生时将严重破坏海洋结构物，严重威胁着人们的生

命安全。科学家们开始致力于对畸形波的研究，并取

得了丰硕的成果。Mori等人 [2]基于YURA港的波浪数据，

分析得到畸形波波高与有义波高的最大比值约为 2.6；

Sand等人 [3]基于北海的波浪数据，分析得到畸形波波

高与有效波高的最大比值约为 2.9。

现阶段有关有限水深和深水畸形波的规律研究多

从 B-F不稳定性出发。Whitham[4]基于 B-F不稳定性推

导了守恒型方程，Chu等人 [5]修正了Whitham方程。

Osborne等人 [6]基于三阶非线薛定谔方程研究畸形波，

结果表明畸形波是以 B-F不稳定性模式存在的。张运

秋 [7]改用 4阶 NLS方程，并基于伪谱法，对畸形波进

行数值模拟，模拟了更大波陡的畸形波。

上述研究表明，三阶性薛定谔可较好地描述畸形

波的演化过程。为更简便地对非线性方程进行研究，

避免使用理论方法研究非线性方程的困难性 [8]。本文主

要通过数值求解 NLS方程，探讨了畸形波生成前后的

演化过程，揭示了畸形波的演化规律及频率规律。

1 NLS方程

作为本文研究的理论背景，对三阶非线性薛定谔

方程的推导作阐述 [9]。

连续性条件：
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，， ，ϕ为速度势，h为水深，x、

y、z为波浪传播的方向，t为时间，η为水面高，g为 9.8，
u=ϕ。当压力 pa为定值时，式（2）、（3）可以统一
为（5）：

      z=η          （5）

有限水深条件，式（4）转化为以下形式：
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      z = -h                                                 （6）

方程（4）和（5）依据泰勒级数展开，展开到三阶。
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引入尺度变量：
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ϕ和 η以 ε的展开为：
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多尺度展开如下：
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将式（9）、（10）和（11）代入式（1）、（2）、

（3）和（4）中，推导得式（12）和（13）。

                                                                               （12）
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其中，∣A∣为复波包，φ10为平均流势。

当 ∂/∂y1=0时，可得如下三阶非线性薛定谔方程

（NLSE）：

                                   （14）

                                                                               （15）

                                                                                （16）

其中，ξ =x1-Cg t1，τ =εt1， 。

本文采用伪谱方法求解 NLS方程，其中，伪谱法

隐含了周期为 2π的空域，周期性条件如下：
A(0,x)=A(2π,x)                                                       （17）

A(t,x)的傅里叶变换及逆变换（0<t<2π）如下所示：

                                    （18）

                                 
（19）

记 和 ，对于  'F A x  ，
可得：
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当∣x∣→ ∞时，u(x)→ 0，则：
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类似地，可以得到：

   ( ) ( ) ( )nnF A x ik F A x   
                                

（22）

对 NLS方程做傅里叶变换，则方程中的线性项
2

2


x

A
变为 ，并利用 、 1/ ( )n n nA x F ik A  

代换非线性项中的 A、 /n nA x  ，可得

的微分方程：

            

（23）

然后将 和 k离散化，简化为离散化的常微分方
程组，用时间步进法计算，初始条件为

，接着做傅里叶逆变换  1( , ) ( , )A x t F A k t ，

实现方程的求解。

2 呼吸子解畸形波演化的数值模拟

基于呼吸子解畸形波 [10]（式24），对NLSE数值求解，

研究畸形波在有限水深的演化过程。
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其中，td表示无因次时间。

依据有限水深的定义：0.05 0.5
2

h kh
   ，取 k=1、

h=2.5，求得 α和 β，分别为 0.5965和 0.926，分别取初

始波幅为 0.1和 0.3的两个算例（算例 1和算例 2）进

行研究，模拟结果见图 1。

图 1给出了 2种算例下畸形波复波包绝对值在不



13

总第 523期 2023年 2期 (下 ) 科 技 博 览

同时刻的演化过程。研究表明：在有限水深下，畸形

波生成时，波高瞬间增大；畸形波消失时，波高瞬间

减小，生成和消失具有快速性；算例 1中，初始波幅为 0.1

时，最大波幅约为 0.3，算例 2中，初始波幅为 0.3时，

最大波高约为 0.9，2个算例皆表面畸形波生成时刻，

最大波幅约为平均波幅的 3倍，这也与其他学者研究

的相对应。

3 畸形波的时频能量研究

基于上述 2种算例的数值模拟，结合小波变化，

进一步研究畸形波从生成到消失过程中，开始位置

（x1=-100），聚焦位置（x2=0），消散位置（x3=100）

的能量和频率变化。

算例 1与算例 2的能量特征分析表明：畸形波生

成前（x1=-100），能量较小，畸形波生成处（x2=0），

能量增大，畸形波消失处（x3=100），能量减小；算例

2 的初始波幅是算例 1的 3倍，而算例 2谱峰度最大值

是算例 1的 7倍，这表明初始波幅越大，畸形波生成

时的能量越大。

同时，算例 1与算例 2的时频特征分析表明：畸

形波生成前（x1=-100）、畸形波生成处（x2=0）和畸

形波消失处（x3=100），波浪能量始终集中在 f=0.5Hz处，

频率无变化。

4 结语

1.本文基于伪谱法，通过傅里叶变换和逆变换，

将非线性 NLS方程简化为离散化的常微分方程组，实

现方程的求解，并进一步研究呼吸子解畸形波在有限

水深中的演化规律和时频能量特征。

2.研究表明：在有限水深下，畸形波生成时，波

高瞬间增大；畸形波消失时，波高瞬间减小，生成和

消失具有快速性；畸形波生成时刻，最大波幅约为平

均波幅的 3倍，时频能量谱显示能量集中程度随波高

的增大而增大，畸形波消失时，能量集中程度随波高

的减小而减小，但波浪能量始终集中在 f=0.5Hz处，频

率无变化。
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图 1 畸形波的复波包绝对值
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